
利用局域子空间投影提高子空间类DOA
估计算法的谱分辨力

王布宏 ,王永良 ,陈　辉
(空军雷达学院雷达兵器运用工程军队重点实验室 ,湖北武汉 430010)

　　摘　要 :　本文提出一种新的用于子空间类 DOA估计算法的阵列协方差矩阵噪声子空间投影矢量的选取方法

———局域子空间投影 (LSP) .该投影矢量选取方法有利于压低真实信源方位附近 ,非信源方位对应的谱曲线高度 ,从而

提高子空间类高分辨 DOA估计算法的分辨力.LSP算法的估计偏差和信噪比分辨门限明显低于 MUSIC算法 ,而估计

方差几乎与MUSIC相同.计算机仿真结果证明了文中对 LSP算法性能理论分析的正确性和 LSP算法的有效性.
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Abstract :　A novel method for selecting projection vectors in the noise subspace of array covariance matrix is proposed with a

view to improving the spectrum resolution of subspace2based DOA estimation algorithms ,which is called LSP (Localized Subspace Pro2
jection) . The new projection vector (s) obtained by LSP can depress the spectrum amplitude at the spatial location in close vicinity to

sources’actual spatial positions while remaining the specular peaks on the source positions. The LSP algorithm has lower peaks loca2
tion bias and SNR resolution threshold than MUSIC ,while remains almost the same peaks location variance with MUSIC. Computer

simulation results verify the theoretical performance analysis of the given LSP algorithm and demonstrate the effectiveness of LSP algo2
rithm.
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1　引言

　　DOA(Direction2Of2Arrival)估计 [1 ,2 ]是阵列信号处理领域的

重要研究内容之一 ,已经被广泛应用于雷达、声纳、通信、地震

勘探和医学成像等领域.由于具有良好的超分辨能力和相对

较小的计算量 ,子空间类算法 [1～5 ]已经成为 DOA估计中最常

用和最经典的方法.子空间类算法通过对阵列协方差矩阵的

特征分解 ,利用其信号子空间与噪声子空间的正交性 ,通过搜

索阵列流形与阵列协方差矩阵信号子空间的交点来完成对空

间信源波达方向的估计.空间谱估计算法的分辨力是指对空

间方位相邻很近的信源的分辨能力.良好的分辨能力反映在

空间谱曲线中应在两个空间方位相邻很近的信源方位处形成

尖锐的谱峰 ,而在非信源方位处 (特别是两信源方位的中间)

谱曲线的幅度应尽量的低.通常 ,在子空间类算法中 ,阵列可

见区域 (FOV :field of view)内各方位在空间谱曲线中的尖锐程

度由其对应的导向矢量到阵列协方差矩阵噪声子空间中投影

矢量的投影大小决定.不同的噪声子空间投影矢量的选取将

对算法的谱分辨率产生不同的影响.不同的子空间类算法的

实质区别在于对噪声子空间中投影矢量的选取的不同.

本文提出一种新的阵列协方差矩阵噪声子空间投影矢量

的选取方法 :局域子空间投影 (LSP : localized subspace projec2
tion) .新算法在信源大致方位内构造导向矢量的相关矩阵 ,利

用空域局域子空间投影 ,将导向矢量相关矩阵的信号 (主)子

空间与阵列协方差矩阵的噪声子空间的交空间作为子空间类

高分辨 DOA估计算法中导向矢量的投影空间 ,该方法有利于

压低真实信源方位附近 ,非信源方位对应的谱曲线的高度 ,从

而提高了子空间类高分辨 DOA估计算法的分辨力.

论文第二部分对子空间类算法的机理给出了几何解释 ,

并从噪声子空间内投影矢量选取的角度分析了常用的子空间

类算法的原理.第三部分对本文提出的利用局域子空间投影
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方法选取阵列协方差矩阵噪声子空间投影矢量的方法进行了

理论阐述 ,并给出了算法的具体步骤、与WMUSIC的关系和相

应的算法估计方差的理论分析.第四部分给出了计算机仿真

结果 ,证明了文中对 LSP算法性能理论分析的正确性和 LSP

算法的有效性.最后给出结论.

2　子空间类算法的几何解释

211　窄带均匀线阵数学模型[1 ,2 ]

对于 N元均匀线阵 ,阵元间距为 d ,且假设均为各向同

性阵元.阵列远场中在以线阵轴线法线为参考的θk , k = 1 ,2 ,

⋯M处有M个窄带点源以平面波入射 (波长为λ) .阵列接收

的快拍数据可由式 (1)表示为 :

X( t) = A (θ) S ( t) + N ( t) (1)

式中 N ( t)为 N×1快拍数据矢量 .为 N ×1阵列噪声矢量 .阵

列噪声假定为空域和时域均独立的高斯白噪声 ,均值为 0 ,方

差为σ2 . S ( t)为入射信号复幅度矢量.θ为信源方位矢量.

A (θ)为阵列的流形矩阵 , A (θ) = [ a (θ1) , a (θ2) ⋯a (θM) ] ,

其中 a (θk) = [1 ,e jβ
k , ⋯e j ( N - 1)β

k ]T , k = 1⋯M为第 k个信源的

导向矢量 ,βk为信源波数由式 (2)表示为 :

βk =
2π
λ dsin (θk) (2)

阵列的协方差矩阵 R定义为 :

R = E[ X( t) XH ( t) ] = ARSAH +σ2 I (3)

其中 RS = E[ S ( t) SH ( t) ]为信源的协方差矩阵. I为单位阵.

212　子空间类算法的几何解释

从上面的阵列窄带数据模型可以看出 ,阵列接收的快拍

数据矢量可以看作 N维观测空间中的矢量 ,当不存在阵列模

糊且θ1 ≠θ2≠⋯≠θM 时阵列流形矩阵 A (θ)列满秩 ,且其值

域构成了 N维观测空间中的 M维子空间 ,而 A (θ)的列构成

了该子空间的一组非正交基.当忽略噪声影响时 ,阵列接收的

快拍数据矢量正是这组基下以信号矢量为坐标的 M 维子空

间中的矢量.

将阵列接收数据的协方差矩阵进行特性分解 :

R = ∑
M

i =1

λieie
H
i + ∑

N

i = M +1

λieie
H
i = ESΛS ES + ENΛN EN (4)

可以发现数据协方差矩阵的特征根具有如下分布 :

λ1≥λ2 ≥⋯λM >λM + 1≈λM + 2≈⋯≈λN (5)

由矩阵 ES = [ e1 e2 e3⋯eM ]张成的线性子空间称为信号子空

间 ,而由矩阵 EN = [ eM + 1 eM + 2 eM + 3 ⋯eN ]张成的线性子空间

为称为噪声子空间.并且满足下式 (6)所示的正交关系 :

span ( ES) ⊥span ( EN) (6)

经分析可知 ,当估计的信源数准确时 ,对阵列接收数据的协方

差矩阵进行特性分解所得的信号子空间与 A (θ)的值域相

同.即 :

span ( ES) ⊥span ( A (θ) ) (7)

所以有 :

span ( A (θ) ) ⊥span ( EN) (8)

定义整个 FOV中的阵列流形 :

A = { a (θ) : -π≤θ≤π} (9)

通常的子空间类高分辨 DOA估计算法正是利用上式 (8)

的正交关系 ,通过衡量 FOV空间方位对应的阵列导向矢量到

阵列协方差矩阵噪声子空间中投影矢量的投影大小来寻找信

号子空间与整个 FOV中的阵列流形 A交点 A (θ)的过程.下

面从阵列协方差矩阵噪声子空间投影矢量的选取的角度对几

种常用的子空间类 DOA估计算法进行讨论.

(1) Pisarenko算法[5 ] ,

Ppisarenko (θ) =
1

| aH (θ) eM + 1| 2 (10)

算法选取噪声子空间中最小特性值对应的一个特征矢

量 ,作为阵列导向矢量的投影矢量 ,但形成的空间谱曲线容易

产生伪峰

(2) MUSIC算法[3 ] :

PMUSIC (θ) =
1

‖aH (θ) EN ‖
2 (11)

算法选取整个噪声子空间的正交基矢量作为阵列导向矢

量的投影矢量组.它消除了空间谱曲线中的伪峰.但运算量相

对较大.

(3) MNM(最小模)算法[4 ] :

PMNM (θ) =
1

| aH (θ) d|
(12)

其中 :

d =
1

- E′S g 3 / (1 - gHg)
　或　d =

1

E′Nc 3 / cHc

ES =
gT

E′S
　　EN =

cT

E′N
(13)

算法选取噪声子空间中一个矢量作为导向矢量的投影矢

量.其第一个元素为 1 ,且具有最小的内积 ,它消除了空间谱

曲线中的伪峰 ,而且同时具有 Pisarenko算法的运算量小的优

点. MNM算法实质上是一种 WMUSIC算法.它充分利用了整

个噪声子空间中所有正交基矢量的信息 ,但在 DOA搜索时只

利用了一个投影矢量.

(4) WMUSIC(加权MUSIC) [8 ,9 ] :

PWMUSIC (θ) =
1

‖aH (θ) ENW‖
(14)

算法利用了整个噪声子空间的正交基矢量作为导向矢量

的投影矢量 ,但对不同的基矢量赋予不同的权值.

可见不同的子空间类算法 ,其根本的区别在于选取的阵

列协方差矩阵噪声子空间的投影矢量 (空间)不同.不同的噪

声子空间的投影矢量的选取将导致不同的子空间 DOA估计

算法 ,导致不同的估计性能.

3　利用局域子空间投影选取阵列协方差矩阵噪声

子空间中投影矢量的 LSP算法

311　算法的基本原理

DOA估计算法的良好分辨能力反映在空间谱曲线中应

在两个空间方位相邻很近的信源处形成尖锐的谱峰 ,而在非

信源方位 (特别是两信源方位的中间)谱曲线的幅度应尽量的

低.由上节可知 ,通常 ,子空间类算法中可见区域 ( FOV :field of
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view)内各方位在空间谱曲线中的尖锐程度由空间方位对应

的阵列导向矢量到阵列协方差矩阵噪声子空间中投影矢量的

投影大小决定.

基于以上思想 ,本文提出一种新的阵列协方差矩阵噪声

子空间投影矢量的选取方法.算法在信源大致方位内构造导

向矢量的相关矩阵 RAΘ ,利用空间局域子空间投影 ,将导向矢

量相关矩阵的信号 (主)子空间与阵列接收数据协方差矩阵的

噪声子空间 span ( EN)的交空间作为子空间类高分辨 DOA估

计算法中导向矢量的投影空间 ,由于 RAΘ与 span ( EN )交空间

中的基矢量既保持了与信源真实空间方位对应导向矢量的正

交性 ,同时又保留了与信源真实空间方位附近非信源方位对

应导向矢量的相关性.因此该方法有利于压低真实信源方位

附近 ,非信源方位对应的谱曲线的高度 ,同时保持了空间谱曲

线中信源真实空间方位处的尖锐谱峰 ,有利于提高子空间类

高分辨 DOA估计算法的分辨力.

312　算法步骤

(1)构造信源空间大致方位内导向矢量的相关矩阵 :

RAΘ =∫Θa (θ) aH (θ) dθ (15)

(2)将导向矢量的相关矩阵 RAΘ进行特征分解 ,用大特征

值对应的特性矢量为基矢量构成 RAΘ的信号 (主)子空间Ω.

(3)对阵列接收数据进行特征分解 ,获得阵列接收数据的

噪声子空间 EN .

(4)将Ω空间的基矢量投影到噪声子空间当中 ,计算 Ω

空间与 EN 空间的交空间的基矢量 ,形成 LSP算法的阵列接收

数据噪声子空间内的投影矢量矩阵.

Ψ = EN EH
NΩ

(5)构造空间谱估计器 :

PLS P (θ) =
1

‖aH (θ)Ψ‖2 (16)

313　本文算法与加权MUSIC的关系

从投影矢量空间的构成 Ψ = EN EH
NΩ及式 (16)可以看出

LSP算法可以看做加权 MUSIC算法的特例 ,其对应的加权矩

阵为 :

WLS P = EH
NΩ (17)

由于加权矩阵 WLS P可以看作阵列协方差矩阵噪声子空间中

正交基矢量 EN = [ eM + 1 eM + 2 eM + 3 ⋯eN ]与阵列流形相关矩阵

信号子空间Ω中基矢量的相关矩阵.因此 LSP算法其权重的

选择以 EN 中正交基矢量与Ω中正交基矢量的相关程度决

定 ,相关程度越大 , EN 中正交基矢量的对应的权重越大 ,反

之 ,相关程度越小 , EN 中正交基矢量的权重越小.所以在信源

空间方位附近 ,非信源处 ,阵列数据协方差矩阵噪声子空间中

正交基矢量对应的内积 aH (θ) ei , i = M + 1 , M + 2 , ⋯N 的值

越大其对应的权重越大 ,反之亦然.反映在空间谱曲线中 ,在

信源空间方位附近 ,非信源处的谱幅度被压低 ,而在信源方位

处 ,由于理想情况下 ,阵列协方差矩阵噪声子空间中正交基矢

量与 aH (θ)的正交性 ,加权对 aH (θ) ei , i = M + 1 , M + 2 , ⋯N

值的影响很小 ,在信源方位处仍会形成尖锐的谱峰.因此文中

提出的投影矢量的选择方法有利于在信源方位处产生尖锐的

针状谱峰 ,提高子空间类 DOA估计算法的分辨力.

314　LSP算法的估计方差理论性能分析

文献[6 ,7 ]中指出 ,通常加权 MUSIC的算法 (如最小模算

法)的估计方差较 MUSIC大 ,而分辨门限、估计偏差较 MUSIC

低.本文提出的 LSP算法 ,克服了最小模算法估计方差大的缺

点.下面我们就 LSP算法的估计方差与 MUSIC、MNM估计差

进行理论比较 :

我们知道最小模算法[1 ,4 ]对应的加权MUSIC算法的加权为 :

WMNM = EH
Ne1 (18)

其中 e1为 N阶单位阵的第一列.而通常的 MUSIC算法对应

的加权为单位阵 I .我们可以定义 LSP算法的性能比函数如

下式 (19)所示[6 ,7 ] :

effLS P =
[ CCRB ] ii

[ CLS P ] ii
(19)

其中 CLS P为LSP算法理论估计方差矩阵 (它的计算可将加权

WMUSIC的理论估计方差矩阵[6 ,7 ]中权 W用 EH
NΩ代替) , CCRB

为DOA估计算法的估计方差的 Cramer2Rao下界.经推导 , CLS P

的表达式如下式 (20)所示 :

CLS P =
σ2

L
( �H·I) - 1Re �H·( AHTA) T ( �H·I) - 1 (20)

�H = DH EN EH
NΩΩ

HEN EH
ND (21)

�H = DH EN EH
N (ΩΩH) 2 EN EH

ND (22)

T = ESWS EH
S 　WS = (ΛS -σ2 I) - 2ΛS (23)

其中 A为阵列流形矩阵、D为阵列流形矩阵对空间方位的一

阶导数矩阵 , I为单位阵 ,σ2为噪声功率 , L 为快拍数.同理可

以定义 MUSIC 算法和 MNM 算法的性能比函数 : effMUSIC、

effMNM.在Ω信号 (主)子空间维数取 3时 ,下图 1给出了 8阵

元均匀线阵 ,Ω对应空间区间取[ - 10 ,10 ] ,信源方位 [ - 5 5 ]

时 ,LSP、MUSIC与MNM算法性能比函数比较曲线.下图 2给

出了 8阵元均匀线阵 ,Ω对应空间区间取 [0 , 10 ] ,信源方位

[4 ,5 ]时 ,LSP、MUSIC与MNM算法性能比函数比较曲线.图 3、

4分别为给出了信噪比 0dB 、20dB时 ,对于 8阵元均匀线阵 ,

Ω对应空间区间取[0 ,10 ] ,信源 1方位固定 (0度) ,信源 2方

位从 1度变化到 10度的 LSP、MUSIC与MNM算法性能比函数

比较曲线.可见LSP算法的估计方差与几乎与MUSIC相等 ,克

服了通常加权MUSIC算法估计方差大的缺点.下面第四节中

的仿真实验也证实了我们的理论分析.

　图 1　Ω对应空间区间取　　　　图 2　2Ω对应空间区间取

[ - 10 ,10 ] ,信源方位　　 [0 ,10] ,信源方位[4 ,5]

[ - 5 ,5 ] 时的性能函 时的性能函数比较

数比较
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　图 3　信噪比为 0dB、Ω对应　　图 4　信噪比为 20dB、Ω对应

空间区间取[0 ,10 ] ,信源　 空间区间取[0 ,10] ,信

1方位固定 (0度) 、信源 2　 源 1方位固定 (0度) 、

方位从 1度变化到 10度　 信源 2方位从 1度变化

的性能比较　 到 10度的性能比较

3. 4　对空间维数选择的讨论

Ω空间的维数的选取与所取的空间方位的区间大小有

关 ,由于区间越大 ,对应的阵列流形相关矩阵的特征值分布越

　图 5　不同区间下阵列流形相

关矩阵特征值分布

平坦 ,而区间越小 ,对应的阵

列流形的相关矩阵的特征值

分布越陡峭 .图 5给出 8阵元

阵列时不同区间大小对应的

特征值的分布曲线 .所以选取

Ω空间的维数时 ,可以设定

一个阈值来舍去小特征值对

应的特征矢量来构成 Ω空

间.计算机实验证明 ,只要将

与最大特征值一个数量级的特征值对应的特征矢量保留来构

成Ω空间.其它数量级较小的特征值对应的特征矢量的加入

对性能的影响不大 ,如果保留反而会增加算法的运算量.通常

在高分辨处理时 ,由于区间选取在覆盖信源方向的前提下应

尽量小 ,特征值的分布陡峭 ,通常只需选取最大特征值对应的

特征矢量.

实际应用中可以预先将不同区间的Ω空间计算好 ,进行

存贮 ,以便实时运算.

4　计算机仿真结果

　　我们使用 8阵元的均匀线阵 ,阵元间距为 0. 5倍的波长 ,

在空间中以阵列的法线方向为参考的 4度、5度的方位上有 2

个等功率的非相干的信源 ,信噪比为 30dB、快拍数 200.利用

区间[0 ,10 ]构造阵列导向矢量的相关矩阵.其特性值分布见

图 5 ,分别使用本文算法和 MUSIC、MNM算法进行计算机仿

真.下图 6～8给出了 5次计算机仿真的空间谱结果 (Ω维数

取 1) .图 9～11为 100次蒙特卡罗实验的统计结果 ,分别给出

了本文算法在Ω空间维数取 1、2、3时与MUSIC、MNM算法估

计成功概率、估计偏差、估计方差的比较曲线.

从计算机仿真的空间谱曲线可以看出 ,LSP算法的空间

谱曲线在信源真实方位处形成了尖锐的谱峰 ,在两信源空间

方位中间的谱曲线的幅度压得低至 - 20dB 左右.而常规的

MUSIC算法的两信源空间方位中间的谱曲线的幅度为 - 5dB

左右 ,同时可以看出 ,MNM算法其分辨力高于 MUSIC但其估

计方差明显大于MUSIC.从蒙特卡罗实验的统计结果可以看

到 ,本文 LSP算法的估计偏差和信噪比分辨门限明显低于

MUSIC算法 ,而估计方差几乎与 MUSIC相同.Ω空间的维数

选取 1和 3时的性能几乎相同 ,而维数取 2时 ,性能稍差.由

于对于空间方位区间 [0 , 10 ]构造阵列导向矢量的相关矩阵

RAΘ的特性值分布为 : [3. 8574、0. 4956、0. 0111、0、0、0、0、0、0 ] ,

可见 ,在选取次小特征值对应的特征矢量后 ,计算量增加的同

时 ,性能并没有太大改进.所以 ,通常在小空间区间内只需选

取最大特征值对应的特征矢量作为Ω空间的基.

图 6　LSP算法的空间谱曲线　　图 7　MUSIC算法的空间谱曲线

　图 8　MNM算法的空间谱曲线　　图 9　估计成功概率比较曲线

　图 10　估计偏差的比较曲线　　图 11　估计方差的比较曲线

5　结论

　　本文提出一种新的用于子空间类 DOA估计算法的阵列

协方差矩阵噪声子空间投影矢量的选取方法.算法在信源大

致方位内构造导向矢量的相关矩阵 ,利用局域子空间投影 ,将

导向矢量相关矩阵的信号子空间与阵列接收协方差矩阵的噪

声子空间的交空间作为子空间类高分辨 DOA估计算法中导

向矢量的投影空间 ,该投影空间既保持了与信源真实空间方

位对应导向矢量的正交性 ,同时又保留了与信源真实空间方

位附近非信源方位对应导向矢量的相关性 ,因此该方法有利

于压低真实信源方位附近 ,非信源方位对应的谱曲线的高度 ,

从而提高子空间类高分辨 DOA估计算法的分辨力.算法性能

理论分析和计算机蒙特卡罗实验的统计结果表明 ,LSP算法

的估计偏差、信噪比分辨门限明显低于 MUSIC算法 ,而估计

方差几乎与MUSIC相同.
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